1 Laplaceova a Poissonova rovnice

Pro 2 C R? otevienou a u :  — R spojitou, u € C?(£2). uvazujeme rovnice (s
pravou stranou f : Q — R)

—Au = f (Poissonova rovnice)

—Au=0 (Leplaceova rovnice).

s Dirichletovou okrajovou podminkou g : (092) — R, tedy platnost podminky
u(z) =ug(xz), =€ .

Neumannovu okrajovou podminku bychom fefili podobnou metodou. Ptipo-
mehme jesté nasledujici definici z minulého semestru

Definice 1 (harmonickd funkce). Necht Q C RY je oteviend a u € C%(Q).
Pokud Au = 0 na Q (tedy u splituje Laplaceovu rovnici na 1), potom u nazjvdme
harnonickou funkci na 2.

1.1 Harmonické funkce

Zakladnim poznatkem ohledné harmonockych funkci pro na bude nésledujici
v&ta o priméru (srovnejte s podobnou vétou pro holomorfni funkce z minulého
semestru)

Véta 2 (véta o priiméru pro harmonické funcke). Necht Q C R? je oteviend a
u € C?(Q). Potom ndsledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. u je harmonickd na €,
2. prox € Q ar >0 spliujici B(xz,r) C Q plati
1
R — dS(y).
) = gy [ w0)asw
Poznamky a pt¥iklady. 1. Podminka (2) miZe bijt nahrazena podminkou
@ = [ ulg)d
u(z) = u(y) dy.
adrd B(z,r)

2. (Liowvilleova véta) Je-li u omezend harmonickd funkce na RY, potom u je
konstantni.

3. Je-li u omezend harmonickd funkce na 1, potom u € C>®() (dokonce
redlné analytickd na Q).

4. (princip mazima/minima) Necht Q je oteviend souvisld a u harnomickd

na Q. Pokud v nabgvd mazima/minima na Q, potom u je konstantni na
Q.



5. Je-li Q C RY omezend oteviend, u harmonickd na Q0 a spojitd na Q, potom
plati
u>0 nadl = u>0 naf,

a analogicky pro opacnou (neostrou) nerovnost, piipadné rovnost.

6. Je-li Q C RY omezend oteviend, f - Q= R, up: 002 — R, potom ezistuje
nejvijse jedna u € C*(Q) a spojitd na Q resici

—Au=f naf, u=wuy nadfd

7. (Harnackova nerovnost) Je-li Q C R omezend oteviend, K C Q kom-
paktni, potom existuje konstanta C, Ze pro kaZdou u mezdpornou harmo-
nickou funkci u na Q plati

max u < C'min u.
K K

1.2 Greenova funkce a Poissonovo jadro

V minulém semestru jsme nalezli tzv. fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice

na R? ve tvaru
1 2—d
D(z) = {d(d—2)ad|x| . d>2,

— 5= log |z, d=2.

Plat{ A® = § na R%. Pro 2 € R? definujme @, : R?\ {z} jako ®,(y) = ®(y — ).
Plati tedy A®, = §, na R?. -
Pro pro Q otevienou a u,v € C%(2) N C(Q) jsme odvodili identitu

/QuAv = /QvAu + /BQ(qu —vVu) . ds. (1)

Odtud jsme pro u € C?(2)NC(Q) dostali tvrzeni (nékdy nazyvané véta o tiech
potencialech)

u(z) = —/ D, Au —/ (uV®, — P, Vu) . ds. (2)
Q o9
Uvazme nyni funkci ® € C?(Q) N C(Q) splitujici
A®P> =0 naQ a ®O,=7>, na o

Potom pomoci (1) a (2) dostaneme pro G, = ¢, — ®* rovnost
u(zx) = —/ GwAu—/ uVG, (ﬁ
Q o9

Specialné, je-li v harnomicki na € a spojita na Q dostavame

u(zx) = —/émuVGx-(ﬁ.



Funkci G(z,y) = G4(y) nazyvame Greenovou funkci, funkci K (z,y) = —VG,(y)
pak Poissonovym jadrem (pro {2).
Pro pfipad Q = U(0,1) jsme spocitali konkrétni tvary

* € 17|‘7‘1|2
B) = Bely— 5 @ Kley) = ot

Hedame-li tedy na U(0, 1) FeSeni Laplaceovy rovnice s (Dirichletovou) okrajovou
podminkou wug, dostaneme formuli ve tvaru

1 1—|z|?

u(z) = dog Json) o — y|duo(y)d5(l/)- 3)

Plati nasledujici

Vé&ta 3 (o feseni Laplaceovy rovnice na U(0, 1)). Necht uq je spojitd na OU (0, 1)
potom pro funkci u : U(0,1,) — R definovanou predpisem (3) plati

1. ue C®Q),

2. Au=0naU(0,1),

3. w lze spojité rozsirit na B(0,1) a pro toto rozsifeni plati u = ug na
oU(0,1).
Poznamky a piiklady.
Standardni substituci snadno dostaneme Poissonovo jidro pro U(0,R), R > 0

R2—|I|2

ve tvaru I(l’,y) = m

Poissonova rovnice md rovnéz ekvivalentni formulaci v jazyce variacniho poctu.
Uvazme funkciondl

1
F(u) :/ ~|Vul® - fu
a2
na prostory
X ={ueC*Q)NCQ)NDr:u=ugna dN}.

Pokud X # @, potom plati, Ze u je TeSenim Poissonovy rovnice s okrajovou
podminkou ug a pravou stranou [ prdvé tehdy, kdyZ u je minimem F na X.



