
1 Laplaceova a Poissonova rovnice

Pro Ω ⊆ Rd otev°enou a u : Ω → R spojitou, u ∈ C2(Ω). uvaºujeme rovnice (s
pravou stranou f : Ω→ R)

−∆u = f (Poissonova rovnice)

a
−∆u = 0 (Leplaceova rovnice).

s Dirichletovou okrajovou podmínkou g : (∂Ω)→ R, tedy platnost podmínky

u(x) = u0(x), x ∈ ∂Ω.

Neumannovu okrajovou podmínku bychom °e²ili podobnou metodou. P°ipo-
me¬me je²t¥ následující de�nici z minulého semestru

De�nice 1 (harmonická funkce). Nech´ Ω ⊆ Rd je otev°ená a u ∈ C2(Ω).
Pokud ∆u = 0 na Ω (tedy u spl¬uje Laplaceovu rovnici na Ω), potom u nazýváme
harnonickou funkcí na Ω.

1.1 Harmonické funkce

Základním poznatkem ohledn¥ harmonockých funkcí pro ná bude následující
v¥ta o pr·m¥ru (srovnejte s podobnou v¥tou pro holomorfní funkce z minulého
semestru)

V¥ta 2 (v¥ta o pr·m¥ru pro harmonické funcke). Nech´ Ω ⊆ Rd je otev°ená a
u ∈ C2(Ω). Potom následující tvrzení jsou ekvivalentní:

1. u je harmonická na Ω,

2. pro x ∈ Ω a r > 0 spl¬ující B(x, r) ⊆ Ω platí

u(x) =
1

dαdrd−1

∫
S(x,r)

u(y)dS(y).

Poznámky a p°íklady. 1. Podmínka (2) m·ºe být nahrazena podmínkou

u(x) =
1

αdrd

∫
B(x,r)

u(y) dy.

2. (Liouvilleova v¥ta) Je-li u omezená harmonická funkce na Rd, potom u je
konstantní.

3. Je-li u omezená harmonická funkce na Ω, potom u ∈ C∞(Ω) (dokonce
reáln¥ analytická na Ω).

4. (princip maxima/minima) Nech´ Ω je otev°ená souvislá a u harnomická
na Ω. Pokud u nabývá maxima/minima na Ω, potom u je konstantní na
Ω.
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5. Je-li Ω ⊆ Rd omezená otev°ená, u harmonická na Ω a spojitá na Ω, potom
platí

u ≥ 0 na ∂Ω =⇒ u ≥ 0 na Ω,

a analogicky pro opa£nou (neostrou) nerovnost, p°ípadn¥ rovnost.

6. Je-li Ω ⊆ Rd omezená otev°ená, f : Ω→ R, u0 : ∂Ω→ R, potom existuje
nejvý²e jedna u ∈ C2(Ω) a spojitá na Ω °e²ící

−∆u = f na Ω, u = u0 na ∂Ω.

7. (Harnackova nerovnost) Je-li Ω ⊆ Rd omezená otev°ená, K ⊂ Ω kom-
paktni, potom existuje konstanta C, ºe pro kaºdou u nezápornou harmo-
nickou funkci u na Ω platí

max
K

u ≤ C min
K

u.

1.2 Greenova funkce a Poissonovo jádro

V minulém semestru jsme nalezli tzv. fundamentální °e²ení Laplaceovy rovnice
na Rd ve tvaru

Φ(x) =

{
1

d(d−2)αd
|x|2−d, d > 2,

− 1
2π log |x|, d = 2.

Platí ∆Φ = δ na Rd. Pro x ∈ Rd de�nujme Φx : Rd \{x} jako Φx(y) = Φ(y−x).
Platí tedy ∆Φx = δx na Rd.

Pro pro Ω otev°enou a u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) jsme odvodili identitu∫
Ω

u∆v =

∫
Ω

v∆u+

∫
∂Ω

(u∇v − v∇u) ·
−→
dS. (1)

Odtud jsme pro u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) dostali tvrzení (n¥kdy nazývané v¥ta o t°ech
potenciálech)

u(x) = −
∫

Ω

Φx∆u−
∫
∂Ω

(u∇Φx − Φx∇u) ·
−→
dS. (2)

Uvaºme nyní funkci Φ∗x ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) spl¬ující

∆Φ∗x = 0 na Ω a Φ∗x = Φx na ∂Ω.

Potom pomocí (1) a (2) dostaneme pro Gx = Φx − Φ∗x rovnost

u(x) = −
∫

Ω

Gx∆u−
∫
∂Ω

u∇Gx ·
−→
dS.

Speciáln¥, je-li u harnomická na Ω a spojitá na Ω dostáváme

u(x) = −
∫
∂Ω

u∇Gx ·
−→
dS.
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FunkciG(x, y) = Gx(y) nazývámeGreenovou funkcí, funkciK(x, y) = −∇Gx(y)
pak Poissonovým jádrem (pro Ω).

Pro p°ípad Ω = U(0, 1) jsme spo£ítali konkrétní tvary

Φ∗x(y) = Φ(|x|y − x

|x|
) a K(x, y) =

1− |x|2

dαd|x− y|d
.

Hedáme-li tedy na U(0, 1) °e²ení Laplaceovy rovnice s (Dirichletovou) okrajovou
podmínkou u0, dostaneme formuli ve tvaru

u(x) =
1

dαd

∫
S(0,1)

1− |x|2

|x− y|d
u0(y)dS(y). (3)

Platí následující

V¥ta 3 (o °e²ení Laplaceovy rovnice na U(0, 1)). Nech´ u0 je spojitá na ∂U(0, 1)
potom pro funkci u : U(0, 1, )→ R de�novanou p°edpisem (3) platí

1. u ∈ C∞(Ω),

2. ∆u = 0 na U(0, 1),

3. u lze spojit¥ roz²í°it na B(0, 1) a pro toto roz²í°ení platí u = u0 na
∂U(0, 1).

Poznámky a p°íklady.

Standardní substitucí snadno dostaneme Poissonovo jádro pro U(0, R), R > 0

ve tvaru I(x, y) = R2−|x|2
dαdR|x−y|d .

Poissonova rovnice má rovn¥º ekvivalentní formulaci v jazyce varia£ního po£tu.
Uvaºme funkcionál

F (u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2 − fu

na prostoru

X = {u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) ∩DF : u = u0 na ∂Ω}.

Pokud X 6= ∅, potom platí, ºe u je °e²ením Poissonovy rovnice s okrajovou
podmínkou u0 a pravou stranou f práv¥ tehdy, kdyº u je minimem F na X.
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