
1 Symetrie vlnové funkce, bosony a fermiony.

Máme soustavu N interagujících £ástic. Kone£ná rychlost interakce zp·sobuje, ºe systém závisí
na celé své historii. Pro dostate£n¥ pomalé £ástice (v·£i rychlosti ²í°ení interakce-sv¥tla) se
kon�gurace tém¥° nem¥ní vzhledem k dob¥ p°edávání interakce � p°esnost Hamiltoniánu do
°ádu (v/c)2. Ten pak bude záviset pouze na hybnostech a sou°adnicích £ástic. Hamiltonián pak
vypadá:

H =

N∑
i=1

p2i
2mi

+ V (x1, . . . , xN ) +W (1)

V operátor potenciální energie, W operátor spin-orbitální a spin-spinové interakce + £áste£ný
vliv retardace. Jelikoº W obsahuje veli£iny úm¥rné (v/c)2, v nerelativistické aproximaci je lze
zapo£íst poruchov¥.

Schrödingerova rovnice (
ih̄
∂

∂t
−H

)
Ψ = 0 (2)

má za °e²ení vlnovou funkci, která závisí na r·zných prom¥nných podle volby reprezentace.
Pro identické £ástice se H nem¥ní p°i jejich transpozici Pkl � musí spolu komutovat. Ko-

mutující operátory s H jsou integrály pohybu. Na p°íkladu 2 £ástic � aplikace P12 na Ψ(1, 2)
jednou a dvakrát:

P12Ψ(1, 2) = λΨ(1, 2) (3)

P 2
12Ψ(1, 2) = λ2Ψ(1, 2) (4)

Z de�nice transpozice P12 ale taky plyne

P12Ψ(1, 2) = Ψ(2, 1) (5)

P 2
12Ψ(1, 2) = Ψ(1, 2) (6)

Operátor transpozice P12 má tedy dv¥ vlastní £ísla ±1 � symetrická/antisymetrická funkce.
Zobecn¥ní pro N £ástic � symetrie musí z·stat zachovnána pro libovolnou transpozici dvo-

jice. Vy²²í symetrie jsou Schrödingerovou rovnicí povoleny, ale v realizují se pouze tyto dv¥.
Symetrii neporu²í ani poruchový operátor £ástiového p·sobení, nebo´ p·sobení na stejné £ás-
tice je vºdy symetrické v·£i traspozici dvojic.

Druh symetrie (a integrál pohybu) je ur£en typem £ástic.
Antisymetrická � fermiony � polo£íselný spin: protony, neutrony, elektrony.
Symetrická � bosony � celo£íselný spin: α-£ástice

Ne kaºdá lineární kombinace vlnových funkcí vyhovující Schrödingerov¥ rovnici pro soustavu
stejných £ástice tedy vyjad°uje moºný stav � symetrie musí z·stat zachována. To lze za°ídit
nap°íklad tak, ºe se pro systém N stejných £ástic hledají funkce tvaru

Ψs = Cs

∑
v

Pvψ(1, . . . , N) (7)

Ψa = Ca

∑
v

(−1)vPvψ(1, . . . , N) (8)

kde suma probíhá v²ech N ! transpozic dvojic Pv.

1.1 Jedno£ásticový Hamiltonián, sym/antisymetrizace vlnové funkce

QM problémy nelze p°esn¥ °e²it. Proto se uplat¬uje metoda postupných aproximací. V nultém
p°iblíºení se vezmou £ástice jako nezávislé a interakce se ve vy²²ích aproximacíh zapo£ítává po-
ruchov¥. H soustavy se pak dá zapsat jako sou£et jedno£ásticových Hi(i), s vlastními funkcemi
φni

(i) (ni zna£í soubor kvantových £ísel charakterizujících stav i-té £ástice). Vlastní funkce H
pak bude obecn¥ lineární kombinací sou£in· φni

; vlastní hodnota H bude sou£tem vlastních
hodnot Hi. Tj.:

H =

N∑
i=1

Hi(i) ; [Hi(i)− εni
]φni

(i) = 0 ; E =
∑
i

εni
(9)
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Soustava boson· musí mít tvar symetrizovaného sou£inu

Ψs = Cs

∑
v

Pvφn1
(1) . . . φnB

(N) (10)

Soustava fermion· bude mít tvar antisymetrického sou£inu

Ψs =
1√
N !

∑
v

(−1)vPvφn1(1) . . . φnB
(N) (11)

Který lze vyjád°it i pomocí determinantu (MP: z jeho de�nice). Tím je zaji²t¥n i Pauliho
princip: soustava stejných fermion· nem·ºe být ve stavech popsaných vlnovými funkcemi
obsahujícími dva nebo více stejných jedno£ásticových stav· (determinant nulový). Nebo: v kaº-
dém jedno£ásticovém stavu se m·ºe nacházet nejvý²e jeden fermion. Taková formulace je platná
pouze pro slabé interakce, kde lze hovo°it o stavech jednotlivých £ástic. Obecn¥ji: soustava £ástic
spl¬uje Pauliho princip, jsou-li v²echny její stavy popsány pouze vlnovými funkcemi antisymet-
rickými vzhledem k transpozicím dvojic £ástic. Tato forma také zaji²´uje nerozli²itelnost £ástic
� nelze ur£it která jednotlivá £ástice je ve kterém stavu konkrétn¥.

2 Spinová funkce, Youngova schémata

V nerelativistickém p°iblíºení a bez magnetického pole je H soustavy stejných £ástic

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+ V (x1, . . . , xN ) (12)

tedy neobsahuje operátory spin·. Vlnovou funkci lze pak vyjád°it jako sou£in prostorové £ásti
Φ a spinové £ásti χ

Ψ(x1s1, . . . , xNsN ) = Φ(x1s1, . . . , xNsN )χ(x1s1, . . . , xNsN ) (13)

nebo jako lineární kombinaci takových sou£n·. Tento tvar se pouºívá dokonce i v p°ípadech,
kdy H obsahuje operátor spin-orbitální interakce.

Pro Ψ sloºenou z prostorové i spinové £ásti je danou symetrii (vý²e) moºno dosáhnout n¥-
kolika kombinacemi funkcí Φ a χ, které mají své symetrie v·£i permutacím svých prom¥nných.
Pro svou p°ehlednost se pouºívají Youngova schémata, která se kreslí jako r·zn¥ uspo°áda-
ných N £tverc·, jejichº po£et odpovídá po£tu jejich moºných rozklad·. Pro N = 4 se dá zapsat
také takto:

[4], [3, 1], [2, 2], [2, 1, 1], [1, 1, 1, 1] (14)

£ísla uvád¥jí po£et bun¥k v kaºdém °ádku. Vlnová funkce p°íslu²ná danému schématu se získá
symetrizací podle prom¥nných v jednotlivých °ádcích (v rámci skupin ur£ených £ísly) a an-
tisymetrizací podle prom¥nných v jednotlivých sloupích (jednotlivých skupin ur£ených £ísly),
po£ínaje prvním. [4] tedy opdovídá pln¥ symetrické funkci, kdeºto [1, 1, 1, 1] pln¥ antisymetrické.
Ostatní schémata odpovídají stav·m se smí²enou symetrií.

Jelikoº s = ± 1
2 , spinová funkce χm·ºe být antisymetrizována nejvý²e ke dv¥ma prom¥nným,

coº odpovídá schémat·m s nejvý² dv¥ma °ádky. Pro N = 4 to je nap°.:

[4], [3, 1], [2, 2] (15)

notace tedy vlastn¥ znamená spin [N ↑, N ↓].
Lze ukázat, ºe pro soustavy z £ástic se spinem 1/2 odpovídají jednotlivá schémata (a jejich

vln. fce.) stav·m s ur£itou hodnotou celkového spinu. Nap°. stavy 15 mají celkový spin postupn¥
S = 2, 1 a 0. Stav [3] má S = 3/2, stav [2, 1] má S = 1/2 apod.

Youngova shémata pro spinové funkce (max. dvou°ádková) charakterizují pouze celkový spin
soustavy, kaºdé schéma samostatn¥ reprezentuje 2S + 1 r·zných spinových stav·, které se od
sebe li²í svým pr·m¥tem.

D·leºitý p°íklad: α a β jsou spinové stavy svou £ástic se spinem 1/2. Spinovému schématu
[1, 1] s celkovým spinem S = 0 odpovídá vlnová funkce

χa(1, 2) =
1√
2

[α(1)β(2)− α(2)β(1)] (16)
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Ke schématu [2] s celkovým spinem S = 1 odpovídají ale 3 funkce:

χs1(1, 2) =
1√
2

[α(1)β(2) + α(2)β(1)] (17)

χs2(1, 2) = α(1)α(2) (18)

χs3(1, 2) = β(1)β(2) (19)

Kaºdému spinovému stavu soustavy N £ástic (schématu pro χ) lze tedy p°i°adit taková
prostorová funkce Φ, aby celková funkce byla antisymetrická (pro fermiony) vzhledem k trans-
pozicím sou°adnic i spin·. Obecn¥ lze ukázat, ºe celková Ψ bude antisymetrická tehdy, jestliºe
spinovou χ (odpovídající p°ípustnému schématu) p°enásobíme prostorovou Φ, která odpovídá
transponovanému schématu. Pro N = 4 nap°.:

Ψ2 = Φ[1, 1, 1, 1] χ[4] (20)

Ψ1 = Φ[2, 1, 1] χ[3, 1] (21)

Ψ0 = Φ[2, 2] χ[2, 2] (22)

�ástice s polo£íselným spinem s > 1/2 p°íslu²í schémat·m s nejvý²e 2s+ 1 °ádky. V t¥chto
p°ípadech není celkový spin soustavy více neº dvou £ástic ur£en obecn¥ jednozna£n¥ Youngovým
schématem spinové funkce.

Vlnové funkce £ástic s celo£íselným spinem musí být symetrické, jsou tudíº vyjád°eny line-
árními kombinacemi sou£in· prostorové a spinové funkce, které p°íslu²í témuº schématu.

V²e p°ebráno z Davydova.
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